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62160

Eigenwerte und Eigenvektoren

Yorwort

Mit Matrizen kann man aus Vektoren andere Vektoren erzeugen. Dies Iasst sich in der Regel als

Jlineare* Abbildung eines Vektorraums auf einen (anderen oder denselben) Vektorraum interpretieren.

Dabei wird die Umrechnung mit Hilfe der Matrix denkbar einfach, wenn man als Basis des

Vektorraums sogenannte Eigenvektoren verwendet. Das sind Vektoren, deren Bild ein Vielfaches des

Urbilds ist. In vielen Fallen wird dann die Abbildungsmatrix zu einer Diagonalmatrix. Auch

Basiswechsel spielen dabei eine wichtige Rolle.

Da man lineare Abbildungen mit ihren Abbildungsmatrizen identifizieren kann, spricht man von

Eigenvektoren einer Abbildung bzw. Eigenvektoren einer Matrix und meint dasselbe.

Es geht in diesem Text um die Fahigkeit, Eigenvektoren und ihre Eigenwerte von 2x2-Matrizen

und 3x3-Matrizen zu berechnen. Bei einigen Matrizen treten komplexe Eigenwerte auf.

Im Folgetext 62165 werden Matrizen mit Hilfe ihrer Eigenvektoren zu Diagonalmatrizen umgeformt.

Dies ist fundamental wichtig, das die Rechnung mit ihnen extrem einfach ist.

Dazu sollte man Eigenvektoren berechnen kénnen!
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62160 Eigenwerte und Eigenvektoren 4

1 Grundlagen
1.1 Information oder Wiederholung: Lineare Abbildungen

(@) Wir betrachten den Vektorraum R?

Eine lineare Abbildung f eines Vektorraums V auf sich bildet Vektoren x auf Vektoren y ab:
frx—>f(x)=y

y ist also das Bild von X.

Abbildungen kann man durch ein Gleichungssystem beschreiben.
f(X) = X3, + X,a, (1)

bildet R? auf sich ab.

Zahlenbeispie J= (%) =x, ( _21) x, Gj

o =[Gt 5=1((3))-2 (5> (- L](5)-(5) =

Die Vektorgleichung (1) Y = X,@, + X,3@, kann man als System von linearen Gleichungen
schreiben: {y1 = X841+ Xa8y }
Y2 = X8y + X585
oder in Matrixform: (y1 j = (a” 321j(x1j < y=AX
Y2 312 8x» )Xy
o o (2 3) .
Zahlenbeispiel: y="f(X)= (_1 1) -X

s ou 3133

Verbindet man den Vektorraum R? mit einem Punktraum, dann entsteht ein affiner Raum.

In ihm sind solche Abbildungen bekannt als Spiegelung, Drehung, Streckung usw.

Sie werden im Text 21201 und folgende behandelt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(b) Wir betrachten den Vektorraum R3

Hier besitzen die Vektoren 3 Koordinaten, weshalb die Abbildungsgleichungen so aussehen:

f(X)=y = X,3; + X8, + X335
Y1 = X484y + X385 + X383

Y2 = X481 + X389 + X333
Y3 = Xq@3q + X583, + X33833

Y4 a1 8 Az |[ X
oder in Matrixform: Yo [=]8y 8y 8y || X,

Y3 331 33 a3z )\ X3
kurz: y=f(X)=A-Xx
300 X
Zahlenbeispiel: Gegeben ist die Abbildung f durch die Matrix A=|1 2 2.
10 4
300
Abbildungsgleichung : y=[122]|X
104
1 1 300 1 3+0+0 3
f bildet x =| -2 | ab auf y=fl|-2[|={122||-2|=|1-2+2 |=|1]|"
K -1 1 104 1 1+0+4 5 /

(¢) Im Vektorraum R*

300 1
- - . . . 12 2 1
Zahlenbeispiel: Gegeben ist die Abbildung f durch die Matrix A = 10 4 2
012 3
300 1
. ; . a_|122 -1
Abbildungsgleichung : y=A= 104 2%
0123
1 1 300 1 1 3+2 5
; - |2 - -2 122 1||-2| [1-4+2-2| |-3
f bildet x = 1 ab auf y=f 11171104 2 117 14444 9
2 2 0123 2 —2+2+6 6

(d) Im Vektorraum R":

X a1 g2 - 8y | [ Xy Y
gl | X2 || 2| 821 822 - 8o | | X2 |_| Y2
Xn an1 an2 ann Xn yn

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62160 Eigenwerte und Eigenvektoren 6

1.2 Wichtige Eigenschaften dieser Abbildungen:

(1) Linearitat

Eine Abbildung f heil’t linear, wenn gilt:

(1) f(rd)=r-f(t) firalle reR und alle UeV
(L2) f(U+V)="f(0)+f(V) firalle uy,veV.
Hinweis. Man kann (L1) und (L2) zu einer Forderung zusammenfassen:

f(ri+sv)=r-f(i)+s-f(V)
Man kann beweisen, dass die zuvor gezeigten Abbildungen der Form
f(X)=xa, +x,8, oder f(X)=x,+X,a,+Xs8; bzw. f(X)=A-X

linear sind. (Siehe Text 62201 — Lineare Abbildungen).
(2) Umkehrbarkeit

Eine quadratische Matrix heiBt invertierbar, wenn det(A) = 0 ist.

Dann kann man zu A die inverse Matrix A" berechnen.

Die inverse Matrix zu einer 2x2-Matrix berechnet man so: (Text 62102 S. 29)

Aus A=[? P) gt Aot [d P
c d det(A) \-c a
Zahlenbeispiel:

(1 -2 a4 2) (3
Aus S—(Z 1) folgt S _5(_2 1j_(—2

o= ;N

|

422[100)4.22 (0-10 -10|1-40 0 -10 -10| 1 -4 0)2.21-5.23
(AIE)={133[010 ~11 3 3]010|10.2243.21~/10 0 0 |3-20
226/001]2.22 (0 4 0 |0-21 0 -4 0|0-21
0 0 20|22 -5):(=20) (001 |-%~% 4 |>2z3 [100] 75 — O
~[100 0320 :10 ~[100| & - 0 |>21~]010| 0 1 -1|=(E|AT)
0 -4 0[0-21):4 (0100 1 —1]>2z2 (0011 2 1
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Eine Abbildung kann man umkehren, wenn ihre Matrix invertierbar ist.

Die Matrixgleichung

So entsteht:

y = AX

Ay

Ein Beispiel aus dem Text 62201:

Die lineare Abbildung sei gegeben durch
Dann lautet die Umkehrabbildung:

Angewandt auf X = {

J bedeutet das:

und die Umkehrung liefert:

I

multipliziert man von links mit der inversen Matrix AT

Friedrich Buckel
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2 Eigenwerte und Eigenvektoren

2.1 Definition und Berechnungsmethode

Unter einem Eigenvektor einer Abbildung f versteht man einen Vektor U # 0 , fir den gilt:

f(U) =A-u. Der Bildvektor eines Eigenvektors ist also ein Vielfaches des Urbildes.

Der Faktor A heiftt Eigenwert des Eigenvektors U . (X heilt "Lambda™)

Die 3-Schritt-Methode zur Berechnung

Aus der Abbildungsgleichung
und der Eigenvektor-Bedingung

folgt die Gleichung (1(

Bringt man die rechte Seite in Matrixform u=E-u,
dann wird (1) zu A-u=)-E-u
Daraus folgt das Eigenwertsystem (EWS) (A -A -E) ‘U=0 )

Im R? ist das EWS dieses Gleichungssystem:
a,, a 10 a,, a A a,—A a
Wegen A—kE:( 1 12)-}{ j:( 11 12j_( jz[ 11 12 j
a1 Ay 0 1 ay ap) \0 A ay axp-h

lautet (2) als Matrixgleichung: [a!] —h a a1 kj . (31 j = (8) (3)
21 22 7 2

o

a,, —A)u,+a,,u, =0
bzw. als Gleichungssystem {( 1 ) 17242 }

apUs + (8 — 1)U, =0

(Das EWS hat immer den Nullvektor als L6sung, man nennt ihn die triviale Losung. \

Die Theorie der Gleichungssysteme sagt uns, dass es aber auch nicht-triviale Losungen geben

kann, und zwar genau dann, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix Null ist:

det(A—kE) =0. also

ap—A A

=0 (4)
8y  Ayp—A

det(A—?vE) heilt das charakteristische Polynom von A und

det(A —kE) =0 heilt die charakteristische Gleichung flr A,

\ Aus (4) berechnet man die Eigenwerte von A. j

Man setzt die Eigenwerte in das EWS (3) ein und berechnet daraus die

zugehdrenden Eigenvektoren von A.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.2 Rechenbeispiele: Eigenvektoren von 2x2-Matrizen.

Beispiel 1: | Gegeben sie die Abbildung f durch f(X) = (‘0'6 °’8j~

08 06)"

Wir berechnen die Eigenwerte mit der 3-Schritt-Methode:

Aus der Bedingung fir Eigenvektoren entsteht das Eigenwertsystem EWS:

Als Gleichungssystem: oder mit Matrizenrechnung:

(—0,6 O,BJ‘[U1J=}\'.[U1J A-U=A-U *)

018 0!6 UZ U2 AGZA.ECI

—0,6-u,+0,8-u, =A-u, (A-X-E)-G=6
0,8-u,+0,6-u, =A-u,

(-0,6-1)-u,+ 08-u,=0 (—o,e—x 0,8 ij_(oj
{ 0,8-u,+(0,6-2)-u, =0 (EWS) 08 06-2)ly) (0

Berechnung der Eigenwerte aus der charakteristischen Gleichung:

Die Bedingung fiir nicht-triviale Losungen heif3t: det(A—x . E) =0
-06-% 08 |_
d.h. ‘ & O,G_X‘_o

(0,8-2)(0,7-2)-0,06-=0

das ist die charakteristische Gleichung: —(0,36 22 ) -0,64=0
Ihre Lésung sind die Eigenwerte von A: 0,36 +1% =0,64 =
Die Eigenwerte von A sind also A =1 A, =1

Berechnung der zugehdrenden Eigenvektoren:

Fiir 2, -1 lautet das EWS: {(‘0’6‘1)‘”1+ 0’8'“220} bzw. {‘1'6'“1+°'8'“2 :O}

0,8-u,+(0,6-1)-u, =0 0,8-u,-0,4-u,=0

Die 1. Gleichung ist ein Vielfaches der zweiten, also gibt es unendlich viele Lésungen.

Wahlt man u, =r,r e R, dann folgt u, =2r. Damit haben wir ,einen® ersten Eigenvektor

2rr). Es sind alle Vielfachen von Gj . Fur sie gilt: (t,)=[1]-4, =g,

gefunden: u, :(

" ~0,6+1)- 8.u, = ’ L
Fir x, = -1 lautet das (EWS): {( 06+1)-u+ 08, 0} bzw. {0’4 Uy +0,8-u, 0}

0,8-u,+(0,6+1)-u, =0 0,8-u,+ 16-u,=0

Die untere Gleichung ist das Doppelte der oberen, aus der folgt: u, +2u, =0

Wahlt man u, =s, se R, dann folgt u, =-2s: Eigenvektoren sind also : U, = (—ZSJ ,

d. h. alle Vielfachen von (‘12) mit f(G,) =[=1-U, = -G, .

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2: | Gegeben sie die Abbildung f durch (%) = (0’8 0'3}1

0,2 0,7

Berechne die Eigenvektoren von f.

Aus der Bedingung fiir Eigenvektoren entsteht das Eigenwertsystem EWS:

Als Gleichungssystem: oder mit Matrizenrechnung:

[0,8 o,3j_(u1j=%[u1] AU=A-0 %
0,2 0,7) \u, u, A-G=2X-E-G
0,8-u,+0,3-u;, =A-u, (A_x.E).aza
0,2-u,+0,7-u, =A-u,

(0,8-A)-u;+  03-u =0 [O,S—X 0,3 Mu1j=(oj
{ 0,2-u, +(0,7-2)-u, =0 (EWS) 02 07-2)\u, )"0

Berechnung der Eigenwerte aus der charakteristischen Gleichung:

Die Bedingung fir nicht-triviale Losungen heift: det(A—k-E) =0
08-2 03 |_
d. h. ‘ 0,2 O,7—k‘_0

(0,8-1)(0,7-1)-0,06-=0

Charakteristische Gleichung: A°-15-2+0,5=0
+415%-4. +
Lésungsformel: Ay, = 15+ V15 ~4-0,5 = 15£0,5 1
' 2 2 0,5
Die Eigenwerte von A sind also A,=1 und %,=05

Berechnung der zugehdrenden Eigenvektoren:

0,8-1)-u, + 0,3-u,=0 0.2 ‘U =
Fir A, =1 lautet das EWS: {( )-u 2 } bzw. { 0,2-u;+03-u, 0}

0,2-u,+(0,7-1)-u, =0 0,2-u,-0,3-u, =0
Die 1. Gleichung ist ein Vielfaches der zweiten, also gibt es unendlich viele Lésungen .

Es folgt: 03-u,=02-u, < u,==u,. Ichwahleu;=3r mitre R und erhalte u, = 2r,

Damit haben wir ,einen” ersten Eigenvektor gefunden: u, = (2:) = r(g} .

Es sind alle Vielfachen von @j . Fir sie gilt: ()= - u, =4,

(0,8—0,5).u1+ 0,3.u2:0} w {0,3-u1+0,3-u2 :o} [:0,3

Fur A, =0,5 lautet das (EWS):
2 (EWS) { 0,2-u,+(0,7-0,5)-u, =0 0,2-u,+0,2-u, =0[ |:0,2

Daraus erhalt man zweimal die Gleichung  u,+u, =0

Wahlt man z. B. u, =r e R, folgt u, = -r und wir haben als ,zweiten Eigenvektor*:

U, = [—rrj =r. (1& Auch hier sind alle Lésungen Vielfachen eines Vektors: f(u,) = -Gz :

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62160 Eigenwerte und Eigenvektoren

11

Jetzt ein Beispiel mit verkurzter Losung

Beispiel 3 f(x)= (142 ﬁ)f( mit der symmetrischen Matrix A = (142 ﬁj
Eigenwertsystem (EWS): (41_2}“ 1113}JG =0
Charakteristische Gleichung: det(A-%-E)=0 d,h, ‘ R ‘ ~0
(4-2)(11-1)-144 =0 bzw. A*-15-A-100=0
Lésungsformel: A, = 19+ “2§5+400 = 15225 = {32

Berechnung der zugehérenden Eigenvektoren:

. _ 4-20 12 .

Fir &, =20 lautet das EWS: ( 12 11_20ju—o -
-16 12|0) :(-4) _ (-4 310 _ (-4 3|0 B B
[12 —9‘oj .3 [4 -3‘0] 171 (o o‘oj < AU +3u, =0

Die 2. Gleichung ist keine Bedingung mehr, weshalb es unendlich viele Lésungen gibt.
Man kann also z. B. us freiwahlen.  u;=3r,reR = 3u,=12r = u, =4r

Damit haben wir ,einen” ersten Eigenvektor gefunden: u, = G;j = r[i} .

Es sind alle Vielfachen von (i) Fur sie gilt: f(u,)={20|-u,

Fir A, = -5 lautet das EWS: (4125 1115 5}0 =5

9 12[0):3 _(3 4|0
g o 2 talo) 2= (5 4o = ouranco

Die zweite Gleichung stellt keine neue Bedingung dar. Daher kann man etwa

u, =4r,r e R wahlen. Das ergibt 4u, = -3u, =-12r = u, =-3r.
Zweiter Eigenvektor: G, =[ 4 )=r[ %) mit f(i,)=-5-u
d ' 2=\ 3r) "3 2) =74

Bemerkung zur Ausdrucksweise:

Zu jedem Eigenwert gibt es unendlich viele Eigenvektoren, die aber stets

Vielfache eines Eigenvektors sind.

Wenn man also vom 1. bzw. 2. Eigenvektor spricht, meint man immer
die Vielfachen eines Eigenvektors.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Jetzt ein Beispiel, das Probleme macht

Beispiel 4
o . P 2 - 2 2).
Gegeben ist die Abbildung f: R? — R? durch f(X)= (1 Jx ) }
a) Man sollte zuerst die Determinante der Matrix berechnen: det(A) = ﬁ ?‘ =2-2=01

Damit liegt eine nicht requldre Abbildung vor: f ist nicht umkehrbar, die Matrix besitzt kein

Inverses. Man kann auch schnell sehen, woran es liegt, dass f nicht umkehrbar ist:

Schreibt man die Abbildungsgleichung als Vektorgleichung, dann lautet die sie

F(R) =X, ﬁjw @ — (%, +x2).@ -
e ()0 w0 o3
()

Hier passiert also Sonderbares:
1. Jeweils unendlich viele Vektoren (mit derselben Koordinatensumme werden auf denselben

Bildvektor abgebildet. Die Abbildung ist also nicht umkehrbar, wie man sieht:
3
1
2 8
2 4
(-j
5 :
2. Vektoren,deren eine Koordinate das Negative der anderen ist, haben als Bild den Nullvektor.

Man nennt Vektoren, sie auf den Nullvektor abgebildet werden den Kern der Abbildung.

Ker(f) besteht also aus allen Vektoren (—aa) = a~[_11j: Ker(f) = KLH

3. Ferner sieht man aus der Gleichung (**), dass alle Bildvektoren Vielfache von ﬁj sind.

Die Bildmenge von R? ist daher f(RZ) - {r[fj Ire R} _ Hfﬂ .

Das Symbol [G] heillt lineare Hiille des Vektors U Sie besteht aus allen Vielfachen von U :

Sie ist ein Untervektorraum des R? und hat die Dimension 1, denn es gibt nur einen linear

unabhangigen Vektor, z. B. u = ﬁ)

Vektoren die keine Vielfachen von Gj sind, kommen nicht als Bild eines Vektors vor.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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b) Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von A = G ﬂ
Drei-Schritt-Methode:

Eigenwertsystem (EWS) (A-A-E)-U=06 bzw. (2;}” 1_27J U=0
Charakteristische Gleichung: det(A -A- E) =0 (Bed. fiur nicht-triviale Lésungen)
2-% 2
d. h. Ll ‘ =0
also (2-2)(1-2)-2=0
bzw. 2-3L+1%-2=0
oder A2 -31=0
Ausklammern von A : A-(L-3)=0
Eigenwerte: A =0, 21,=3

Eigenvektoren als Lésung des Eigenwertsystems:

A . 2-0 2 \(uy)_ 2u,+2u, =0
Zu X, =0: EWS: ( 1 1_0j[u2j_0 = {u1+ 4, =0

Die erste Gleichung ist das Doppelte der zweiten und daher entbehrlich.

Es gibt also nur die Bedingung u,+u, =0.Wa&hltman u;=reR = u,=-r.

Man erhélt also dazu die Eigenvektoren u, = (_rr) = r-(_11j.

Fir sie gilt: f(t;)=2,-U=0-U=0. (Das wussten wir bereits.)
2-3 2 \(u -u,;+2u, =0
Z = EWS: 1] = 1 2
R AN () R v
Die erste Gleichung ist das Negative der zweiten und daher entbehrlich. Es gibt also nur
die Bedingung u;-2u, =0. Wahltman u, =seR = u,=2s.

Man erhalt also dazu die Eigenvektoren u, = [2:] = sﬁ) .

Fir sie gilt: f(U,) =%, U, =3-U,.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Und noch ein besonderes Beispiel:

Beispiel 5 [Gegeben ist die Abbildung f: R — R* durch f(X) =(§ ;j)"( . J

Eigenwertsystem (EWS) (A-A-E)-i=0 bzw. (267” 2%& U=0
Charakteristische Gleichung: det(A-A-E)=0
2-1 1
RTSPAREL
(2-2) =0
ergibt die doppelte Losung rA=2

Eigenvektoren als Lésung des Eigenwertsystems:
2-2 1 u u, =0
=2: = 2
5ot ) = )

Damit ist uq beliebig: Wahle u; =reR = 0, :((;j = r(;j mit f(U)=2u

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Jetzt wird es schwer!

Beispiel 6 Gegeben ist die Abbildung f: R* — R? durch f(X)= (g jjf( J
. . 5-» -3
Eigenwertsystem (EWS) (A-A-E)-i=0 bzw. 6 1|7 0
Charakteristische Gleichung: det(A-A-E)=0
5-2» -3
o |5 |
(5-1)(-1-2)+18=0
bzw. A2 —4)+13=0
4+16-52 4+-36 4+67-1 .
R

Weil der Radikand negativ ist, gibt es keine reellen Eigenwerte.

Die Abbildung besitzt also auBer dem Nullvektor keine Eigevektoren.

Wer jedoch mit komplexen Zahlen rechnen kann bzw. soll, findet zwei komplexe Eigenwerte:

Berechnung der komplexen Eigenvektoren:

700, =243 (5—(2+3i) -3 )(u1j:0 - {(3—3i)u1—3u2:0} :3

6 —1-(2+30) )y, 6u, +(=3—3i)u, =0 :6
(1-iu,—  u, =0 A (1—i.)u1— . Uz =
U +(-1-1i)u, =0 -(1-) d- (1=D)us+ (=3 -31)(1-i)u, =0
!
Nebenrechnung: (-1-1)(1-i)=—f+1i-Li+ 1P =—1-1=-1 denn i =—1

1-iju;—u, =0
Damit lautet das Eigenwertsystem: {( ,)1 2 } e U, =(1-i)y,

Waéhle u;=reR = u,=(1-i)r ,dannist 01:[(1—ri)rj:r(11—ij

700, =23 (5—(2—3i) -3 j[wjzo - {(3+3i)u1-3u2:o} :3

6 ~1-(2-3i) \u, 6u, +(-3+3i)u, =0 :6
(1+i)U1— u, = (1+i)u1— u, 0
b+ (—h+ 2i)u, =0 -(1+]) d.h (1=i)uy + (=3 +3i)(1+i)u, =

1
Nebenrechnung: (—1+3)(1+i)=—4-Ji+di+dP =—1-1=-1 denn i =—1
. _ (1+i)u; —u, =
Damit lautet das Eigenwertsystem: (1+1)uy —uy = 0 & Uy =(1+i)u,
1~ U2 =
.. . T r 1
Waéhle u;=reR = u,=(1+i)r ,dannist U, _((1+i)r]_r'[1+ij

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62160 Eigenwerte und Eigenvektoren 16

Noch ein Beispiel mit komplexen Eigenwerten

Beispiel 7 [Gegeben ist Matrix A = (_01 (1)) . ’
Eigenwertsystem (EWS) (A-A-E)-i=0 bzw. ( :}1” _1X j-a =0
Charakteristische Gleichung: det(A-A-E)=0 ‘ :)1‘ _1x ‘ =0

M+1=0 = A, =4

Es gibt also nur zwei komplexe Lésungen, also keinen reellen Eigenwert und daher auch

keinen reellen Eigenvektor.

Berechnung der komplexen Eigenvektoren:

r i -0 (i
Zu i, =i: Eigenwertsystem: ( ! 1j(u1j20 o { Pt | (I)}

-1 =) u, —u;—i-u, =0 [-(-1)
Das filhrt wegen  i° =—1 zu: {u1+!-u2 =0}
U, +i-u, =0

Da eine Gleichung entbehrlich ist, kann man etwa u, =r € R wéahlen.

Dann folgt: Uy =—i-r
Eigenvektoren sind dann Uy = (_rirj =r. (—1')
Zu L, =-i Eigenwertsystem: ( ! 7)(“1]: 0 o Wt W= 0 |-
=1 iy, —u;+i-u, =0
Das filhrt wegen  i° =—1 zu: {—u1 el = 0}
—-Uy+i-u, =0

Da eine Gleichung entbehrlich ist, kann man etwa u, =r € R wéhlen.

Dann folgt: u, =i-r

Eigenvektoren sind dann U, = (irj - r.(ij

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.3 Rechenbeispiele: Eigenvektoren von 3x3-Matrizen.

300
Beispiel 8 Gegeben ist die lineare Abbildung f durch die Matrix A=|1 2 2
1 0 4

Zu A, =3 gehdrt das Gleichungssystem

Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren von f.

Eigenwertsystem (EWS) (A-A-E)-i=0 bzw. 1 2-» 2 |-u=0
1 0 4-A
Charakteristische Gleichung: det(A —A- E) =0 (Bed. flr nicht-triviale Losungen)
3-» 0 0
d. h. 1 2-» 2 |=0
1 0 4-A
3-» 0 0 3-» O
Berechnung nach Sarrus: 1 2-1 2 1 2-1=(3-1)(2-1)(4-%)
0 4-x 1 0
Charakteristische Gleichung: (3-21)(2-1)(4-2)=0
Eigenwerte: 1=3, A =2, Ay =4

Eigenvektoren als Losung des Eigenwertsystems:

0 O
1 -
10

-_—

0
2u=0
1

Da die 1. Zeile keine Bedingung liefert, ist eine Variable frei wahlbar:

Waéhle u; =r e R. Die 3. Zeile geh6rt zu u, +u; =0, also folgt u; =-u; =-r

Die 2. Zeile gehortzu u,-u, +2u; =0 = u,=uU;+2u; =—T+2r=r

- -1
Zugehdrige Eigenvektoren sind:u, =| r |=r-| 1 |. Sie spannen einen eindimensionalen

r 1

-1
Untervektorraum des R®auf, genannt der Eigenraum zum Eigenwert 3: ERG) =] 1
-1
Er ist die Menge aller Eigenvektoren und besteht aus allen Vielfachen von u, =| 1 |. Er hatden
-1

Basisvektor i, =| 1 | und daher die Dimension 1. Das Zeichen [i,] bedeutet Menge aller

Vielfachen von U, und heil3t lineare Hiille von U,. Es gilt f(u,)=23d;.
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10
Zu A, =2 gehort die Gleichung 10 -U=0. Die 3. Zeile stellt keine neue Bedingung dar.
10

NN O

Zeile 1 liefert uy=0. Zeile2: u;+2u; =0 = u; =0. u, unterliegt hier keiner Bedingung

Und ist daher frei wahlbar, etwa u, =reR.

0 0 0
Eigenvektoren sind also U, =|r |=r-| 1| mit f(U,)=2U,. Eigenraum ER; , =/ 1
0 0
-1 0 O
Zu A, =4 gehort die Gleichung 1 -2 2|-u=0. Die1.und die 3. Zeile liefern u, =0.
1 0 O
Aus der 2. Zeile folgt dann —2u, +2u; =0 < uz;=u,. Wahleu;=reR = u,=r.
0
Eigenvektoren sind also Uy =|r |=r-| 1| mit f(U,)=40,. Eigenraum: ER_, =|| 1
r 1 1
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